Variables d’état et équation d’état : Cas monovariable

Soit le systeme du ler ordre
©(t) = ax(t) + bu(t)
ou z(t) et u(t) sont définis comme suit

r : [0oo] — R
u : [0oo] — R

En prenant la transformee en s des deux membres de |I’equation
différentielle précédente on obtient

sX(s) —z(0") = aX(s) + bU(s)
ou X (s) = L(x(t)) etU(s) = L(u(t)).
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Variables d’état et équation d’état : Cas monovariable

Par conséquent la transformée en s de x(¢) est donnée par

X (s) = ’ U(s) 1 z(0")

S —a S —a

autrement dit la donnée de u(¢) et de x(0") nous permet d’avoir
z(t), Vi > 0.
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Variables d’état et équation d’état : Cas monovariable

En effet la transformée inverse nous donne
t
2(t) = 2(07)e™ + b / &7y (7)dr
0

qui constitue la solution de I’équation différentielle précédente.
Posons par la suite

o(t) = e
alors x(t) s’ecrit alors

z(t) = 2(07)p(t) + b/o o(t — T)u(T)dr
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Variables d’état et équation d’état : Cas monovariable

A titre d’exemple, si la variable u(t) est un échelon unitée donneée

par
1 £t>0
ult) = {o L <0
| .
alors U(s) = — et ainsi on a
S
* b
X(s):x(o) |
s —a s(s —a)
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Variables d’état et équation d’état : Cas monovariable

autrement dit

et finalement
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Variables d’état et équation d’état : Cas multivariable

Dans ce cas les variables z(¢) et u(¢) sont des vecteurs définis
comme sult:

r : |0 o] — R”

u : |0 oo] — R™
ou n désigne le nombre de variable d’etat et m le nombre
d’entrees.
Généralement, nous n’avons pas acces au vecteur d’etat mais

plutdt a une autre variable appelée sortie dependant de I’état et
de I’entrée que I’on deéfinit comme suit

y : [0 co] — R?
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Variables d’état et équation d’état : Cas multivariable

Pour un systeme linéaire, I’equation d’état est donnee par

©(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

ou A, B, C et D sont des matrices ayant les dimensions suivantes

R —
. R,
c R
6 Rpxm

SN0 T
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Variables d’etat et équation d’état : Example 1

Soit la transmittance

1
a4+ bs+cs?+ s3

F(s)

En posant Y (s) = F(s)U(s), nous avons I’équation différen-
tielle suivante

vyt + @) + M) + ay(t) = u(?)
Introduisant alors les nouvelles variables

r1 = y(i)
LTo = y(t) — Zi?l
Xr3 = y(2) (t) — Zijg
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Variables d’état et équation d’état : Example 1 (Suite)

L’équation différentielle s’ecrit alors comme suit

T3 = —cx3(t) — bro(t) — axy(t) + u(t)
ce gue I’on peut écrire sous forme matricielle

0
0

—a

|
0
—b

0-

1
—C

+ 1 0 | u(?)
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Variables d’etat et équation d’état : Example 2

Considéerons maintenant la transmittance

a +b's+ s e
F(s) = 21 3
a—+bs+cs®+s D(s)

avec
N(s) = d +Vs+cs
D(s) = a+bs+cs*+ s

Rappelons que la transformée en s de la sortie est donnee par

Y (s) = F(s)U(s)
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Variables d’état et équation d’état : Example 2 (Suite)

La relation entrée sortie dans le domaine temporelle est alors
donnée par I’équation différentielle suivante

y3) (1) + cy?) (1) + by(l)(t) + ay(t) = a'u(t)+bu(t)+u(t)

Remarquons aussi que Y (s) = N(s)D~1(s)U(s) nous incite par
exemple a introduire la variable

V(s) =D '(s)U(s)
et réecrire le systeme sous la forme

Y(s) = N(s)V(s)
U(s) = D(s)V(s)
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Variables d’état et équation d’état : Example 2 (Suite)

autrement dit, y(¢) et v(¢) sont liées par I’équation différentielle
sulvante

y(t) = a'v(t) +bo(t) + cv(t)
Et en Introduisant les nouvelles variables

r1 = o(t)
Lo = U(t) :jjl
zs = v(t) = &,
NOuUS avons
e
y(t) = | d v || x
| T3 _
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Variables d’état et équation d’état : Example 2 (Suite)

De méme, u(t) et v(t) sont liees par
v (t) + (@) + bwW(t) + av(t) = ult)

et compte tenu des variables x1, x5 et x5 Introduites plut haut,
nous avons la representation suivante

1 0 1 0] [ 0
To = 0 0 1 o | + | 0 | u(t)
T3  —a —b —c | | 73 _ S
e
y(t) = |[d v || 2
| 43
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Variables d’état et équation d’état : Example 3

Reprenons I’equation différentielle de I’exemple precédent, soit

y 3 (@) + ey () + by (1) + ay(t) = du® + Vu'Y + d'u
que I’on peux réécrire sous la forme suivante

d d?

o i) )
Y a'u ay+dt bu — by +dt2 cu— cy (1)

Posons
T = adu— ay
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Variables d’état et équation d’état : Example 3 (Suite)

alors I’équation (1) pourra se reécrire comme suit
d d?
(3) — = L) = (y —
= g m) (a0
de méme si on pose aussi
$2:x1+b’u—by

alors (2) devient

2
3) _ O

Yy — @(ajg—l—c'u—cy)

(2)

©)
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Variables d’état et équation d’état : Example 3 (Suite)

et donc si on pose maintenant
i3(t) = o+ cu — cy
alorsona y® = z{¥,

En résumeé on a

1(t) = —ay(t) + a'u(t)
To(t) = w1(t) — by(t) + b'u(t)
13(t) = wo(t) — cy(t) + cult)
y(t) = x3(?)
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Variables d’état et équation d’état : Example 3 (Suite)

D’une maniere compacte, on a

0 0 —a ]
1 0 =0
01 —c
0 0 1]

ri(t) ] [d
ZCQ(t) + b’
z3(t) | L
t) |

t)

t)
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Variables d’état et équation d’état : Example 3 (Suite)

Autrement dit pour le méme systeme on a deux repréesentations.

(To0 =] & [a1\ (T 0o 1 0] ¢ Jo])

1 0 —=b : b’ 0 0 1 : 0

01 —c : c 7 —a —b —c : 1

| .[..O O 1] 5 . \ [a/ b/ C,} 5 O )
et en d’autres termes

(D O (sT— A B)T — (D + BT (sT—AT)" CT)
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Solution de I’équation d’etat

L’équation d’état d’un systeme linéaire a temps invariant est don-
née par

t(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cux(t) + Du(t)

En passant a la transformee en s, on obtient

sX(s) —xz(07) = AX(s) + BU(s)
d’ou

X(s) = (51 _ A)lx(0+) + (51 _ A)lBU(s)
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Solution de I’équation d’etat

En posant

P(s) = (3] — A) -

alors on obtient

X(s) = ®(s)x(07) + ®(s)BU(s)

Dans le cas ou I’on pose u(t) = 0, Vt > 0, les expressions
précedentes deviennent

X(s) = ®(s)z(0™)
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Solution de I’équation d’etat

ce qui donne dans le domaine temporel

z(t) = p(t)z(07)

et comme
z = ¢(t)z(07) = Ap(t)z(07)

pour tout etat initial x(07), alors la fonction (t) verifie
I’équation differentielle suivante

p(t) = Ap(t)
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Solution de I’équation d’etat

dont la solution est donnée par

o(t) = e
En effet remarquons que comme

At '
e —]I+z;i!A

alors la dérivée par rapport au temps donne

O

d 4 S £ n
dt. (1)

=1
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Solution de I’équation d’etat

Dérivee gue I’on peut écrire aussi comme suit

d At - t' : 1
St — 4 Al
dt ; (i—1)!

o0 tz |
— A ]1+§ :sz — Ae?t = e A
i=1

Notons au passage que A et e’ commutent.
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Solution de I’équation d’etat

Notons que la fonction e“? satisfait la propriété suivante

e = o(t —tg) == (t, to)
On aussi

z(t) = @t —to)z(lo), Yt = Lo
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Solution de I’équation d’etat

La fonction o(t, ty) verifie les propriétés suivantes
¢ Sp(t()v t()) =1
° Sp(ta tO) — gﬁ(t, tl)gp(tly t()) (tranSItIVIté)

—1
> p(to,t) = (¢(t, 7))
de méme on a
. (eAt)T _ ATt

- det |e*'] # 0 pour A et ¢ finis.
Notons aussi que
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Solution de I’équation d’etat

Revenons a la solution de I’équation d’état, notons que la trans-
formée en s de |’etat est donnee par
X(s) = ®(s)x(07) + ®(s)BU(s)

ce qui impligue dans le domaine temporel

z(t) = o(t)z(07) /0 p(t — 7)Bu(7)dT

cette derniere equation constitue la solution de I’equation d’état
pour les systemes LTI.
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Matrice de transfert

La sortie du systeme est donnée par

Y(s) = CX(s)+ DU(s)
= C®(s)x(0") + (C®(s)B+ D)U(s)

La matrice de transfert du systeme est alors donnée par
¥(s)=C®(s)B+D=C(sl—A) 'B+D

On notera
[ A : B

.
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Matrice de transfert

Remarquons que
lim Y(s) = D

S— 0O

On dira alors que

« Yi(s) est propre si D est fini
 >(s) est strictement propre si D = 0

Rappelons aussi que les poles du systeme sont les valeurs propres
de la matrice A.
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Réalisation

Soit un quadruplet

Si on procede au changement de variable

#(t) = Ta(t)

alors le systeme dynamique G(s) de représentation d’état

(1)

y(

t

)

= Ax(t) + Bu(t)
= Cuxz(t) + Du(t)
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Réalisation

sera transformé comme suit

Ti(t) = TAT 'Tx(t) + TBu(t)
y(t) = CT 'Tx(t) + Du(t)

ou bien

(1) = Az(t) + Bu(t)
t) = CF(t) + Du(t)

Sk

N
/N
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Réalisation
ce qui signifie que
(A : B )

est une autre représentation du méme systeme.

Par consequent la réalisation d’un systeme n’est donc pas unique.
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Réalisation

Considéerons la matrice de transfert

1 1
(s+1)(s+2) s+3

G(s) =

que I’on peut reecrire comme suit

1
G(s) = (3+1)(3+2)(3+3)[(8+3) (S+1)(3+2)}

1
a0s) | Ni(s) Na(s) |
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Réalisation

avec
d(s) = (s+1)(s+2)(s+3)
Ni(s) = (s+3)
Ny(s) = (s+1)(s+2)
Posons
Vi(s) = % U () Va(s) = % Us(s)

avec [U;(s) Us(s)]" qui désigne le vecteur de commande.
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Réalisation

La sortie est donnée par
Y(s) = Yi(s) + Ya(s)

avec
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Réalisation

d’ou I’on deduit les equations differentielles suivantes

yl(t) — ?.}1(t)—|—3?}1(t)

Yo(t) = wy (1) + 30o(t) + 2vs(t)
w(t) = @) + 602 @) + 1101 (2) + 6v1(2)
us(t) = vl (t) + 6057 (#) + 1109(t) + 6vs(2)
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Réalisation

On obtient alors la réalisation suivante

0
0
0
0
0

EEEENE D O O

~
0
0
0
1

—6

11 0 O
21 0 O
31 1 0 U1l
+
192 0 O U9
L929 0 O
£ 32 i i 0 1 ]

0 1 0
0 0 1
| -6 —11 —6
N 0 0 0
0 0 0
| 0 0 0 —6 —11
y=[310231

'S

Master RCA-AEEs — p.36/160




Réalisation

Cette realisation peux étre transformée comme suit

e 0 0 1 0 0 Oo]lan] [o o
19 0 0 0 1 0 0/] 2z 0 0
i | 00 0 0 1 0| |an| |00 S
29 0 0 0 0 0 1|/ ap 0 0 || us
31 —0 0 —11 0 —0 0 31 1 0 _
ES 0 6 0 —11 0 —6 | || |0 1

y = [321301 %
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Réalisation

Réalisation que I’on peut mettre sous la forme

0 I 0 0
X = 0 0 I1x+ 1[0 ]uw
- —60 —11I —6I I

une forme qui est similaire au cas mono-entrée.

Notons que la matrice A du systeme est de dimension 6.
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Réalisation

Reprenons le matrice de transfert

1 1
G(s) = { (s+1)(s+2) s+3 }

que I’on réécrit sous la forme

[10]1[—1o]|[01]
G(S) B | ' S + 2 | s+ 3
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Réalisation

et en posant
C=]111]

et en remarquant que

G(s)=C 0

1 0
—1 0
L O ]'_
0 1!
0 B
S+ 3 |
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Réalisation

on déduit facilement que la matrice d’état A est donnée par

A =

—1

0

—7
0

0
—3

et dans ce cas, la matrice d’état A est de dimension 3
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Opérations sur les systemes LTI : Addition

Considérons le systeme de la figure ci-dessous

On suppose que les sorties des deux systemes >; et >, ont la
méeme dimension.
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Opérations sur les systemes LTI : Addition (Suite)

En posant

|
|

et

Alzz:l(t)

Bl’LL(t)

z1(1)

yi(t) = Crr(t) -

= Dl?j,(t)

To(t) = Asxa(t) + Bau(t)

y2(t) = Camwa(t) -

La sortie y(t) est alors donnée par

Y(s) = Yi(s) + Ya(s)
= 2i(s)U(s) + Xa(s)U(s) = (Xu(s) + Xa(s)) U(s)

Dans ce cas on a

2 =21+ 2

= DQU(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Addition (Suite)

La sortie y(t) peut s’écrire aussi comme suit

|+ 01 Doyt

et naturellement le vecteur

u(t) = { “1h) }

za(t)

est le vecteur d’état du systeme ..
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Opérations sur les systemes LTI : Addition (Suite)
On déduit alors la representation suivante

. - Ai(t) 0 By (%)
5 . { t(t) = 0 Ay } x(t) + |:Bg(t) } u(t)
y(t) = | Ci(t) Ca(t) | z(t) + (D1 + Do) u(t)

ou bien
[0 ) [30)°
t) ] (Di+D,) |
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Opérations sur les systemes LTI : Multiplication

Considérons le systeme suivant

RGOl
Nous avons alors
Y(s) = Ya(s)
= Y(s)Ua(s) = La(s)Y1(s)
— ZQ(S)Zl(S)Ul(S)
ZQ(S)Zl(S)U S)
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Opérations sur les systemes LTI : Multiplication

Le transfert du systeme cascade est alors donné par
%(s) = Xa(s)Xa(s)

Rappelons que les representations d’état de >J; et X5 sont don-
nées par

Alﬂfl(t) T Blul (t)
C’lxl(t) T D1u1 (t)

g
—
—N—
S R
=
N N
~ T~
SN—
|l

et

. Zijg(t) — AQxQ(t) T BQUQ(t)
22 { Coma(t) + Dotin(1)

<

(\V)

~~
N

—
|

Master RCA-AEEs — p.47/160



Opérations sur les systemes LTI : Multiplication

or comme
Y(s) = Ya(s)
Yi(s) = Us(s)
Ui(s) = U(s)

I’équation d’etat du systeme >3 devient

To(t) = Aawa(t) + Bayr(?)
Agaﬁg(t) T BQ (C’lxl(t) + DﬂL(t))
Bgcliljl(t) + AQZCQ(t) + Bng’LL(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Multiplication

La sortie y(¢) est donnée par

y(1)

Coxa(t) + Daya (1)
02372(1;) T D2 (C’lxl(t) —+ DﬂL(t))
DQCliCl(t) -+ CQZCQ(t) + D2D1U(t)

En résume le systeme > sera alors décrit par

1(t)
To(t)
y(t)

= A1x1(t) + Bru(t)

BgC’lxl(t) -+ AQZCQ(t) T Bng?jJ(t)
DQleEl(t) -+ 025132(75) T D2D1U(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Multiplication

Et en d’autres termes,

(
\

Ay 0 |
- By(Cp Ay |

 DyCy Cy

|

By D;
DyD;y

Bl}\

ce qui represente le produit de deux systemes LTI.
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

Considérons le systeme suivant

Ul(s) Y (s)

Les représentations des deux systemes sont

71 (1) Aqyzq(t) + Biu(t) Asxo(t) + Boy(t)
y(t) = Chix(t) + Dyu(t) u(t) = Coaa(t) + Doy(t)

=
DO
~
S
~—

|
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

Remarquons que
u(t) = Caxa(t) + Day(l)

= Chxo(t) + Do (Cra1(t) + Dyu(t))
= DQCLTl t) + CQ$2(t) + D2D1U(t)

SI on suppose que
R=1—- DyD;

est inversible alors I’entrée sera donneée par

U(t) — R_ngcliCl(t)—FR_lCQIQ(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

L’équation d’état du systeme est alors donnee par

#1(t) = (A1 + BiR 'DyCy) 24 (¢)
+B1 R Coma(t)
To(t) = Aows(t)
+By (C121(t) + D1R™ (D2Ch1(t) + Coma(t)))
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

ou bien
#1(t) = (A1 + BiR™'DyCy) z1(t)
‘I—BlR_lCQQ?Q(t)
Zbg(t) — B2 (01 + DlR_ngCl) ZCl(t)
-+ (A2 —+ BngR_ng) ZEQ(t)

equation qui decrit le comportement du systeme en boucle fer-
mee.
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

Si on considere que le systeme bouclé possede une entrée ex-
ogene w(t) et une sortie commandée z(t) conformément au
schema bloc suivant
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

e systeme a donc la représentation suivante

T1(t)
y(1)

2(t)

= Ayx1(t) + Biu(t) + Byw(t)
= Ch21(t) + Diu(t) + Dyw(t)
Crx1(t) + Dyu(t) + D, w(t)

Avec les mémes hypotheses que précedemment la commande a

pour expression

U(t) — R_ngCla:l(t)

‘|‘R_102$2 (t) -+ R_ngDyww(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

Ainsi la derivée de I’état x (¢) devient

Zi?l(t) — (Al—l—BlR_lDQCl) Zl?l(t)
——BlR_lcgfbg(t)
(Bw 4+ BiR ™ DyDy,,) w(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

et la derivée de

|’ état X9 (t)

(Tg(t) = AQI‘Q({;) + BQ (012171(?5) -+ DﬂL(t) —+ Dyww(t))
— B (H -+ DlR_lDQ) Cl$1(t)

- (AQ -+ BngR_ng) ZCQ(t)

-Bs (I+ DR ' Ds) Dypyw(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Feedback

La sortie z(¢) est donnée par

Z(t) = (Cx + DuR_ngCl) Zl?l(t)
——DuR_ngazg(t)
(D2w + Dy R DaDyy, ) w(t)
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Opérations sur les systemes LTI : Inverse

Considérons le systeme > décrit par

©(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

Comme la relation entre u(t) et y(¢) est donnee par
Y(s) =XU(s)

alors si on a
U(s) = 271V (s)

si I’Inverse de Y existe.
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Opérations sur les systemes LTI : Inverse

Pour cela supposons que D! existe alors I’entrée est donnée par
u(t) = —D'Cx(t) + D y(t)
ceci nous permet de réecrire I’equation d’etat comme suit
i(t) = (A—BD'C)x(t) + BD 'y(t)
et finalement, si D! existe alors

( A—BD'C : BD!)
»ol=

. plc i D
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Opérations sur les systemes LTI : Transposé conjugue

Soit

[ A
\c

Le transposé conjugue est donné

Yi(s) =

M (s)=X"(—s) =

B )

5

par
[ —AT
\ —B'

T

.1.)9/
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Commandabilité des systeme LTI

Un systeme linéaire invariant dans le temps est commandable si
pour tout état initial 2(0) et tout instant ¢; > 0, il existe une
commande u(t), 0 < t < ty, permettant de ramener I’état a

I’origine, i.e. z(t1) = 0. -
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Commandabilité des systeme LTI : caractérisation

Les proprietés suivantes sont équivalents
(i) Lapaire (A, B) est commandable,
(11) rang[)\]—A B} =n, VA€ C

(iii) La paire (A, B) n’est similaire a aucune paire de la forme

Ap A By
(L %) 19 ))
(iv) rang| B AB ... A"'B|=n

(V) sié" (sI—A)"'B=0, Vsalors¢& =0

(vi) si éTeB = 0, pour 0 < ¢t < t; ol ¢t; > 0O est arbitraire
alors ¢ = 0.
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Caracterisation : (i) — (ii)

Supposons que le systeme soit commandable et que la propriéte
(1) soit fausse, autrement dit

dAe C : rang:)\]—A B:<n

Ceci implique que les lignes de la matrice | A\l — A B | sont

linéairement dépendants et par conséquent il existe un vecteur
¢ # 0 tel que

E'AM—-A B|]=0
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Caracterisation : (i) — (ii) (Suite)

autrement dit

E' (N —A) =0 ¢'B=0
Reprenons I’équation d’état du systeme
t(t) = Ax(t) + Bu(t)
et compte tenu de la proprieté verifiée par le vecteur £ nous avons

§at) = & Ax(t) + £ Bu(t)
= X' z(t)
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Caracterisation : (i) — (ii) (Suite)

cala veut dire que le scalaire £ " z(t) vérifie une éguation différen-
tielle du premier ordre et dont la solution est

¢ a(t) = e¢ x(0)

ainsi I’evolution du vecteur d’état est independante de toute en-
trée ce qui contredit le fait que le systeme soit commandable et
par conséquent la propriéeté (ii) est verifiee.
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Caracterisation : (ii) — (iii)

Comme precédemment supposons que la proprieté (iil) soit
fausse, c’est a dire gu’il existe une matrice non singuliere 7' telle
que

A A B
1 1 412 _ 1
TAT _{OAQ}, TB_{O}

SI maintenant on considere un scalaire \ et un vecteur &, vérifiant
T T
&y A2 = A&,

ou bien en d’autres termes, le vecteur &5 est un vecteur propre de
A, associé a la valeur propre \.
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Caractérisation : (i) — (iii) (Suite)

Posons
¢'=[0 & T
alors 1l vient :
T-1 0
T —_
M- A B]{ 0 ]}

NM—-A —-Apy B
N T 1 12 1|
_[052}{ 0 M — A4 0}_0

et ceci contredit la propriéte (ii) donc (iii) est vraie.
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Caracterisation : (iii) — (iv)

Comme precedemment supposons que la propriete (iv) soit
fausse, c’est a dire qu’il existe un vecteur ¢ tel que

' B AB ... A"IB | =0

alnsi on a |
ETATIB =0, i=1....n

Les n vecteurs ¢ " A~ sont donc nécessairement dépendants et
par consequent il existe un entier £ > 1 tel que les vecteurs

¢hgha, L, ghAr

sont linéairements independants.
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Caracterisation : (iii) — (iv) (Suite)

Par ailleurs, on peut trouver des scalaires «;, 1 =0, ..., k£ — 1,
tels que I’on peut écrire

gTAk — Ck()g—r -+ CklfTA + ... T Ckk_lgTAk_l
Posons alors

T

A

gTAl.c—l
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Caracterisation : (iii) — (iv) (Suite)

ceci nous permet d’écrire

CeTA
T 42
ToA = ¢4
0 1 0 ... 0 | ¢ -
_ o 0 1 ... 0 ETA
g 1 Q9 ... Qf_1 ETARL
i y l

= (4)2
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Caracterisation : (iii) — (iv) (Suite)

. .. . T . .
Soit T choisie telle que la matrice 7' = { : } Solt non Sin-

1-
guliere.
Notons que la matrice 1" ainsi définie verifie
TlB TlA Al Alg
{ 0 } { T5A } { 0 A

OU Nous avons posé
AT = | A Ap |

et ceci contredit la proprieté (iii) et donc la proprieté (iv) est
nécessairement vraie.
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Caracterisation : (iv) — (V)

Supposons que (V) soit fausse alors 1l existe un & = 0 tel que
ET(sI—A)'B=0, VseC

Remarquons que (sI — A)~" peut s’écrire comme suit

(sI — A)~ ZAZ 15—

d’ou

T (sI—A) 'B= ZS_Z TAIB =0

1=1
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Caracteérisation : (iv) — (v) (Suite)

Ceci implique néecessairement que
ETA'B =0, Vi

ce qui contredit la propriéte (iv) et par consequent (v) est vraie.
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Caracterisation : (v) — (vi)

Supposons qu’il existeun¢; > Oetpour 0 <¢ < t;ona

cTe™B = (
on a donc nécessairement
dk T A T 1k
@[getB}tzongB:O, VEk

ce qui nous permet d’éecrire, pout tout s € C,

Y sTETATIB=¢T(sI— A B=0

1=1

et compte tenu de la propriéte (v), ceci implique necessairement

que £ = 0 et donc la propriéte (vi) est satisfaite.
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Caracterisation : (vi) — (i)

Supposons gue la proprieté (vi) soit verifiee, alors V& # 0 et pour
toutt; >0ona
Jtc[0 t1]: e B £0,

En effet, si ¢Te=4'B = 0 sur I’intervalle [0 #;], en prenant les
dérivées successives a t = 0 on contredit la la proprieté (vi).
Autrement dit, on a

1
/ cTe BBTe 4 tedt £ 0,
0
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Caracterisation : (vi) — (i) (Suite)

et comme I’expression precedente est satisfaite pour tout vecteur
¢ # 0 alors necessairement la matrice

i1
M(t) = / e “"BBTe 4 tdt
0

est non singuliere.
Par ailleurs, la commande

u(t) = —BTe 4 "M~ (t1)z(0)
nous permet de passer de I’état x(0) a I’état
1
x(t1) = ez(0) +/ e 1) Byy(t)dt
0
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Caracterisation : (vi) — (i) (Suite)

En substituant I’expression de la commande «(¢) on obtient

i1
z(t1) e12(0) —/ et BBTe A M1 (¢)z(0)d?
0

th .
= eflig(0) — e (/ e 'BBTe tdt) M~ (t1)z(0)
0

= et (1 - ( /O ! eAtBBTeATtdt> Ml(tl)) 2(0)

= 0

cecl signifie que cette commande permet de ramener, en un
temps fini, le systeme de I’état initial z(0) a I’origine. Autrement
dit, le systeme est bien commandable.
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Commandabilité des systeme LTI

L’équivalence entre les différentes proprietes est ainsi etablie.

Une notion duale a la commandabilité étant I’observabilité et on
dira que la paire (A, C) est observable si la paire (A",C'") est
commandable.
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Observabilite des systemes LTI

Soit le systeme

i(t) = Ax(t)
y(t) = Cx(t)

On dira que le systeme est observable ou bien la paire (A, C)
est observable, si I’ensemble {y(¢),0 < t < t;} pour t; arbitraire
permet de déterminer d’une maniére unique I’état initial z(0).
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Observabilite des systemes LTI : Caractérisation

Les proprietés suivantes sont equivalentes
(i) Lapaire (A, C) est observable,

(ii) rang [ A\l — AT CT] =n, VA€ C
(iii) La paire (A, C') n’est similaire a aucune paire de la forme

({jzll 22}’ = N)

(iv) rang [ CT (CA)T ... (CA" 1T ] =n
(V) SiC(sI—A)'¢=0, Vsalors &€ =0
(vi) si Cedt¢ =0, pour 0 <t < t; ol t; > 0 estarbitraire alors

£ = 0.
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Stabilisabilité des systemes LTI

La stabilisabilite est une notion moins forte que la command-
abilité. Elle permet d’accepter des modes non commandables a
condition qu’ils soient stables.
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Détectabilite des systemes LTI

La detectabilité est une notion moins forte que I’observabilite.
Elle permet d’accepter des modes non observables a condition
gu’ils soient stables.
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Réalisation minimale

Une réalisation
A B
C D

est dite minimale si la paire (A, B) est commandable et la paire
(A, C') est observable.

Un resultat important en théorie des systemes linéaires s’enonce
comme suit

Deux realisations minimales correspondent au méme transfert si
elles sont similaires.
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Réalisation minimale

Solent deux représentations minimales

Al B1 AQ BQ

Cl D1 C12 DZ
d’un systeme > et soient les matrices de commandabilité et
d’observabilité associees :

W,=1[Cl (CA)T ... (CATHT T
pour i = 1,2
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Réalisation minimale

Si les deux representations correspondent au méme transfert,
alors on a

D1 -+ Cl (S[ — Al)_l Bl — D2 -+ CQ (S[ — Ag)_l BQ
et cecl pour tout s € C. Par conséquent on a nécessairement
Dy = D, C1A*B, = CLASBy,  Vk

Or les composantes de la matrice W, M; sont de la forme
C, AY B; de méme pour W, M, et donc on a

WIAT M = Wy AS M, keN
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Réalisation minimale

Comme les realisations sont commandable et observable alors
on a

My = (WIW) WIWhM, = TyM,
et
Wi = WaMoM[ (MyM]) ™ = WoTh

autrement dit
Wi M = WoTiToMs = Wo Mo

et par conséquent
111y =1
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Réalisation minimale

Tenant compte de ces résultats on deduit facilement que
By =155 Cy = (o1
et comme
WL AY My = W AS M, keN
alors on a
Wi AIMy = WhAa My = WiTT ATy M,

ce qui nous donne
Ay =T ATy

et ainsi la matrice de similarite n’est autre que 7" = T7.
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Réalisation minimale

Nous avons montré dans ce qui précede que deux realisations
minimales correspondant a un méme transfert sont necessaire-
ment similaires et la matrice de similarité est fonction des matri-

ces de commandabilité et d’observabilité.
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Décomposition selon la Commandabilite

Le systeme suivant comporte une partie commandable et une
autre non commandable.

.’151 — Al.’El + A12$2

 — +Bu

y1 = Chizg

Lo = Asxo

Yo = Coxo
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Décomposition selon I’Observabilité

e systeme suivant comporte une partie observable et une autre
non observable.

.’151 = Alxl + Blu

y = Chiz;

Lo = Ao1x1 + Asxo

+ Bou
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Décomposition canonique

De ce qui précede nous pouvons donc decomposer I’espace
d’état en quatre sous espaces :

» |’espace des etats commandables et non observables,

» |’espace des états commandables et observables,

» |’espace des états non commandables et non observables,
» |’espace des états non commandables et observables,

Master RCA-AEEs — p.93/160



Décomposition canonique

Nous allons tout d’abord caracteriser I’ensemble des états com-
mandables.

Supposons que I’état initial soit a I’origine, i.e. x(0) = 0, alors
un état commandable est donné par

t
:13:/ e By(1)dr
0

En remarquant que e“*=7) peut en fait s’écrire comme suit

eA(t—T) _ sz(t _ T)Ai—l
=l
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Décomposition canonique

ce qui nous permet d’éecrire

;= Z /O Uil — 1A Bu(r)dr
_ zn;A“B ( /0 it — T)u(f)d7>

— > ABg
1=1
— M¢
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Décomposition canonique

Autrement dit
r € lmM

ou encore que le sous espace ImA n’est autre que le sous espace
des états commandables.

Par dualité le sous espace ImW' sera le sous espace des états
observables.

Par consequent
R, = ImM N KerWW

est le sous espace des états commandables et non observables
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Décomposition canonique

| ’espace est alors décomposé comme suit
R, : L’espace des états commandables et non observables,

Ry : L’espace des états commandables et observables,
R, : L’espace des états non commandables et non observables,
R, : L’espace des états non commandables et observables,
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Décomposition canonique

et ainsi la matrice A du systeme est decomposée comme suit

] Aaa Aab Aac Aad )
0 Abb 0 Abd
O R R
0 0 0 Ay

AT

|
=

de méme pour les matrices B et C' on a
B'=[Bl Bl 00] 17
et

CT=[0C, 0 Cy|
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Décomposition canonique

Remarguons que seule la partie commandable et observable est
présente dans le transfert, en effet on a

 Awa Awy Age Awa i B |
0 A 0 A . B, - -
. Aee AZ 0 | _ %bfj B
0 0 0 Ay 0 C, D
_.(.). b; - d .b._
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Placement de poles par retour d’état
Soit I’équation d’éetat
t(t) = Ax(t) + Bu(t)
si la commande u(t) est prise de la forme
u(t) = Kx(t) + v(t)
alors le systeme ainsi commandé devient
i(t) = (A+ BK)z(t) + Bu(t)

ou v(t) est la nouvelle entrée et la matrice (A + BK) la nou-
velle matrice d’etat. Les pOles peuvent étre ainsi modifies par un
retour d’état.
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Placement de poles par retour d’état

On dira qu’il est possible de placer totalement le spectre de la
matrice A par retour d’état si pour tout ensemble A = A =

{\; €C,o =1, ..., n}ilexiste un gain K tel que le spectre de
la matrice A+BK, noté o (A + BK), n’est autre que I’ensemble
i\

Un important résultat dans la théorie des systemes lineaires est
le suivant :

Les deux propositions sont equivalentes :
e VA=A={\;e€C},IK : 0(A+ BK) = A,
 Le systeme est commandable.

A = A signifie que I’ensemble A est symétrique c’est a dire que

sidAc Aalors )\ e A
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Placement de poles par retour d’état

Tout d’abord remarquons que :
Pour tout b € ImB, si la paire (A, B) est commandable alors il
existe un gain K tel que (A + BK,b) est commandable.

Compte tenu de cette propriéte, posons b = Bu pour v € R™

donc il existe un K tel que la paire (A+ B K, b) soit command-
able.

Comme la paire (Ay, b) est commandable avec A; = A + BK;
alors on peut trouver une transformation de similarite telle que la

paire (A, b) soit similaire a la paire (A1, )
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Placement de poles par retour d’état

o 1 0 ... 0 0
0 0 1 0 0
A= | ¢+ & 8 e b= | ...
o 0 0 ... 1 0
L o o ... Qo 1

et donc le polyndme caracteristique de la matrice A; est

n—1
A" — (Z aw’l)
1=1
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Placement de poles par retour d’état

En posant

P()) = ﬁ (A= X)) = A" — (nz (m“)

1=1

et en choisissant

AN

f:[(CA\fl—C\fl) (CAVQ—CVQ) (C\fn—@n)}

on remargue alors que le polyndme caractéristique de A; + bf
n’est autre que P(\).
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Placement de poles par retour d’état

Par conséquent P(\) est le polyndéme caracteéristique de la ma-
trice A; + bf et donc le gain f permet d’assigner I’ensemble A a
la paire (A, b), autrement dit

A = o (Al -+ bf)
= O'(A —BKl T bf)
= o(A+ BK; + Buf)
= o0(A+ BK)
ou K = Kj; + uf est le gain de retour d’état qui permet

d’effectuer ce placement de poles.
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Placement de poles par retour d’état

Inversement si on suppose que la paire (A, B) n’est pas com-
mandable alors :

3\ rang[)\]—A B} )
et donc on peut trouver un vecteur & = 0 tel que
E' (N —A) =0 ¢'B =0
Cecl implique que VK on a
¢'" (M — (A+ BK)) =0

c’est a dire que X est valeur propre de (A + BK') quelle que soit
la matrice K et donc on ne peut pas assigner d’autres poles a la
paire (A, B).
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Retour d’etat et Injection de sortie

On dira que la paire (A, B) est stabilisable si il existe un gain K
tel que la matrice A + BK solt stable.

De méme la paire (A, C') est detectable si il existe un gain L tel
que la matrice A + LC soit stable.

Remarquons que la matrice A + LC' s’obtient comme sulit :
A partir du systeme

Az,
y = Cx

=
]
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Retour d’état et Injection de sortie

et en injectant la sortie
t = Ar+ Ly=(A+ LCO)x

on obtient le systeme dont la matrice d’etat n’est autre que la
matrice A + LC.
Cette opération est duale au retour d’etat.
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Zeéros du systeme

Les zéros (de transmission) d’un systeme lineaire sont definis
comme etant les z € C tels que

A—zI B

rang C D

} < n 4+ min(m, p)

et en remarquant que

A-zI B] "I L1[A—2 B
el o p| T M\ o o C D

(i)

et ceci implique I’invariance des zéros par retour d’etat et par

Injection de sortie.
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Obeservateur de Luenberger

Un observateur est un systeme dynamique ayant pour entrees les
signaux (u(t),y(t)) et dont la sortie est une estimation z(¢) de

I’etat z(¢) telle que
lim (z(t) — z(t)) =0

{— 00

pour toute valeur initiale de I’état et pour tout entrée u(%).
Si la paire (A, C') est détectable alors un observateur de Luen-

berger de méme dimension que le systeme est donnée par
7(t) = AZ(t) + Bu(t) + L (Ci(t) + Du(t) — y(t))

Le gain L, appelé gain de I’observateur, est choisi de maniere a
assurer la stabilite de la matrice (A + LC).
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Obeservateur de Luenberger
Un correcteur base observateur est donné alors par

7(t) = AZ(t) + Bu(t) + L (Ci(t) + Du(t) — y(t))
w(t) = K#(t)

et le gain F', appelé gain du correcteur, est choisi de maniere a
assurer la stabilite de la matrice A + BF'.
Le correcteur est alors donne par

U(s) = K(s)Y (s)

avec

A+ BF+LC+LDF | -—L

F 0
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Stabilite

La stabilité est une condition primordiale pour un systeme. Soit
le systeme lineaire

r = Ax

Les proprietés suivantes sont equivalentes
(1) : A est stable (asymptotiquement)

(ii): Ja >0, IM >0 : |le?| < Me ™
(ii): VQ=QT >0, IP=P" >0 : PA+ ATP=—-Q
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Stabilité (i) — (ii)

Comme A est stable asymptotiguement alors
Re(A[A]) < 0
et par conséquent da > 0 tel que
Re(A[A]) < —a <0

autrement dit
Re(Aal + A]) < 0

ou encore qu’il existe un M > 0 tel que
He(a.H—A)tH < M

et ainsi la propriéte (ii) est etablie.
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Stabilité (ii) — (iii)
Dans ce cas, pour toute matrice Q = Q' > 0 posons
P = / eATthAtdt
0
alors on a

%(GATthAt> _ (eATthAt) AL AT (eATthAt>
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Stabilité (ii) — (iii)

ce qui permet d’écrire

“d gy At)
— dit
/0 d? <e e

PA+ A'P

_ [eATthAt}

0

—Q

0

et ceci etablit la propriété (iii).
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Stabilité (iii) — (i)

Si la propriété (ii) est vraie alors pour tout vecteur propre £ de
A, associé a la valeur propre A, on a

' (PA+A'P)E = (A+ X)) & P¢
= —£ Q¢
et comme () > 0 et P > 0 alors on a nécessalrement
A+ A=Re()\) < 0

ce qui établit la stabilité de la matrice A.
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Stabilite

Remarquons que dans le cas ou la matrice () est écrite sous la
forme

Q=C'C
L’équation de Lyapunov, pour P > 0, s’ecrit comme suit
PA+A'P=-C'C

et dans ce cas la matrice A est asymptotiguement stable si et
seulement si la paire (A, C') est observable.
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Stabilité (iii) — (i)

Autrement dit nous avons les résultats suivant

Les deux propositions sont equivalentes
e« 3P>0: PA+A'P=-C'C
« La paire (A, C') est observable.

Par dualité nous avons
Les deux propositions sont equivalentes

« 3X >0 : AX+XA' = -BB'
 La paire (A, B) est commandable.

Master RCA-AEEs — p.118/160



Stabilite : Techniques de Lyapunov

Une fonction o(-) : RT™ — R" est dite de classe K si

* o est continue sur R,
* ( est monotone croissante,

* p(0) =0

Une fonction o(-) : RT™ — R" est dite de classe L si

* o est continue sur R,

* ( est monotone décroissante,
* »(0) >0

e lim p(0) =0

r—00
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Stabilite : Techniques de Lyapunov

Une fonction
V:RTxR" - R
est dite localement définie positive si
 V est continue,
« V(t,0) =0, Vt > 0,
e Jdr > 0, da(-), de classe K et 5(-) de classe L :

a(|lz]]) < V(¢ z) < B(]z])
vVt > 0, Vo € B,.
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Stabilite : Techniques de Lyapunov

L’origine z = 0 est un point d’équilibre stable pour le systeme si
il existe une fonction localement définie positive de classe C!

V:RFxR" - R

et une constante » > 0 telle que

Vit,x) < 0, Vit >0, Vx € B,

ol V est évaluée le long de la trajectoire du systéme.
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Normes : signaux et systemes

Une norme est une fonction de C" vers R* ayant les propriétés
sulvantes :
Pour tout (z,y) € C" x C" et pour tout o € C

* f(z) >0< x #0,

c flx) =0 2=0,

* fle+y) < flz)+ fw).
* flaz) = |a|f(2),

Certaines normes verifient la propriéte suivante

flzy) < f(2)f(y)
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Normes dans C

.a horme

ol = (Z)

=1

est I’une des normes les plus utilisées. On distingue en partic-
ulier

o |zl =D |zl
1
o Nlzlle = (3o 1zil?)

* ll2zllo = max |z
0
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Normes : Signaux et systemes

La norme matricielle (norme induite) est donnéee par

| Az
|Allp = sup .
r0 17p
En particulier pour A € X™*"
|All; = max Z\aiﬂ(somme selon les colonnes)
I<g<n =1
[Alle = \/)‘ma:ﬂ (A*A)
|Allc = max Z\azﬂ (somme selon les lignes)

1<e<m =1
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Normes : Signaux et systemes

La norme euclidienne possede quelques propriéetés intéressantes,
a savoir : Pour r € X", y € X",

1. Sin > m,alors ||z|| = ||y|| si et seulement si il existe une
matrice U € X" telleque x = Uy et U*U = 1.

2. Sin =m,alors |z*y| < [|z||[ly[|. En outre |z*y| = ||z|[||y|
Si et seulement si x = ay pour un o € X ou bien y = 0.

3. ||z|| < ||y|| si et seulement si il existe une matrice U € X"™™
vérifiant ||U|| < 1 telle que z = Uy. En outre ||z|| < [|y|| Si
et seulement si ||U]| < 1.

4. ||Ux|| = ||=|| pour toute matrice unitaire (normale) U

(U*U =UU* = 1).
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Normes : Signaux et systemes

La norme de Frobenius est definie par

[Alr = V/Trace (A4*4) = | >
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Valeurs singulieres

Pour A € X™™ || existe deux matrices unitaires U € X" et
V e X" telles que

A:UZV:UFl O}V

0 0
avecC i _

01 0 0

0 0

= 7
_ 0 O oy
et
o1 > 09> ...> 0., 7 =min(m,n)
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Valeurs singulieres

Valeur singuliere maximale

0 (A) = Omaz (A) = 04
Valeur singuliere minimale

o (A) = opin (A) = 0y
o (A) et o (A) peuvent étre definies comme suit

5(A) = max ||Az]

r=1

c(4) = min | Az]

=1
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Valeurs singulieres

Notons aussi que pour A € X"*" telle que

o1>09>...> 0, >0, r<min(m,n)

1. rang (A) =,
2. Al =0f4+05+...+02
3. A — 01
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Normes : Signaux et systemes

Pour un signal f(¢) € R™ (C"), la norme

= ([ wwup)i

est largement utilisée et en particulier les normes

Nl = @)1,
N fll = (11 (2)]2dt)?

* [ flleo = 5P, LF ()]

ou || f(¢)]| est une norme dans R" ou bien C".
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Normes : Signaux et systemes

Les signaux dont la p-norme est finie constituent un ensemble
noté L,, :

Ly = /() = [ fllp < oo}

et tout signal f(¢) € L, satisfait la condition
lim || f(#)][ =0

On définit aussi
Ly ={f(t) : Vt <0, f(t) =0;|fll, < oo}
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Normes : Signaux et systemes

Soulignons aussi que

Iflla = (< f(t), f(2) >)?

ou le produit scalaire est defini comme suit

< £(8), g(t) >= / " (gl

ainsi I’espace L, est un espace muni d’un produit scalaire.
Pour f(t) € L; latransformée en s de f(¢) est donnée par

F(s) = / " f(t)edt
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Normes : Signaux et systemes

AiInsipour s =0 + jweto >0o0na

FE1< [ 1ol

ce qui implique que f(s) est analytique dans le demi plan droit

ouvert du plan complexe (ORHP). Ce qui nous permet de definir
I’ensemble suivant

H, = {f(s) analytique dans ORHP, f(jw) € L,}

En particulier, I’ensemble

Ho = {f(s) analytique dans ORHP, f(jw) € Ly}
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Normes : Signaux et systemes

En particulier on a

* RL; est I’ensemble des transferts a coefficients réels
strictement propres, stables et sans poles sur I’axe
Imaginaire.

« RL, est I’ensemble des transferts a coefficients reels
propres, stables et sans poles sur I’axe imaginaire.

* RHs est I’ensemble des transferts a coefficients réels stables
et strictement propres.

* RH., est I’ensemble des transferts a coefficients reels
stables et propres.
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Normes : Signaux et systemes
Si on considere maintenant un systeme 3(s) tel que
Y(s) = X(s)U(s)

alors on définit une norme induite

dans le cas scalaire on obtient

Sl = sup [G(jw)] = sup T
y ooty 10T
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Forme de Smith

Notons F(s) I’ensemble des polyndmes en s a coefficients réels
ou complexes.

Une matrice polynomiale Q(s) € F(s)™" est unimodulaire si est
seulement si det {)(s)} est une constante.

Le rang d’une matrice polynomiale Q)(s) € F(s)™ est le rang
maximal des mineurs de Q(s).
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Forme de Smith

Pour toute matrice polynomiale P(s), il existe deux matrices

polynomiales unimodulaires U (s) et V() telles que

Ts) 0 ... 0 0
0 ’72(8) . 0 0
U(s)P(s)V(s) = 5(s) = | 0
0 0 ... v(s) O
0 0 ... 0 0
avec ;(s) divisant v;11(s) (Fki(s) € F(s) Yir1(s) =
ki(s)7i(8)).
La matrice S(s) est appelée la forme Smith de la matrice poly-
nomiale P(s).

r est le rang de P(s).
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Forme de Smith—-McMillan

Soit une matrice de transfert propre G(s) € F|[s]P™*™ ou Fs]
designe I’ensemble des fonctions rationnelles en s, alors il existe
deux matrices polynomiales U(s) et V (s) telles que

e 0 0

0 %6 .
U(s)G(s)V (s) = M(s) := ; 0

0 0 ... Fy O

0 0 0 0

avec «;(s) divisant a;.1(s) et §;.1(s) divisant 5;(s).
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Forme de Smith—-McMillan

Une maniere de determiner la forme de Smith—-McMillan est
d’écrire GG(s) sous la forme

G(s) = % N(s)

avec d(s) € F(s) et N(s) € F(s)P™™ (matrice polynomiale).
Déterminer la forme de Smith de N(s), soit S(s) =
U(s)N(s)V (s) alors la forme de Smith—-McMillan de G(s) est
donnée par
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Forme de Smith—-McMillan

Le degré de McMillan n du transfert G(s) est donneé par

n = Z deg {3i(s)}

Le degré de McMillan n n’est autre que la dimension d’une real-
Isation minimale de G(s).

Soulignons que les poles de G(s) sont les racines des polynomes
Bi(s) et les zéros de transmission de G(s) sont les racines des

polyndmes «;(s).
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Factorisation premiere dans RH

« Deux polynomes sont premiers entre eux s’ils n’ont comme
facteurs communs que des constantes.

» Deux fonctions de transfert dans RH., sont copremieres si
tout facteur commun est nécessairement stable et inversible.

D’une maniere équivalente, si z(s) et y(s) sont
copremieres RH, alors il existe a(s) et b(s) dans RHtels
que (egalité de Besout)

a(s)x(s) + b(s)y(s) =1
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Factorisation premiere dans RH

 Deux matrices de transfert M (s) et N(s) sont copremieres
a droite dans RH., s’il existe deux matrices de transfert
X (s) et Y(s) dans RH,, verifiant I’égalite suivante :

X Y| B\ﬂ =1

- Deux matrices de transfert M (s) et N(s) sont copremiéres
a gauche dans RH, s’il existe deux matrices de transfert

X (s) et Y(s) dans RH Vérifiant I’égalité suivante :

i1 8] 3| =1
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Factorisation premiere dans RH
Soit le transfert P(s) donne par sa représentation d’etat

P =

A

C

B

D

— NM = M1IN

Soit I choisie de maniere a assurer la stabilite de (A+ BF') alors

si on applique la commande

u(t) = Fz(t) + o(t)

au systeme de matrice de transfert P(s) ou x(t) représente I’état

du systeme on obtient
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Factorisation premiere dans RH .

i(t) = (A+ BF)x(t) + Bo(t)
u(t) = Fx(t) +v(t)
y(t) = (C+ DF)x(t) + Du(t)
Si I’on pose
[ z(t) = (A+ BF)x(t) + Bu(t)
N o) = (G Do)+ Do)
[ @(t) = (A+ BF)a(t) + Bot)
M(s): { u(t) = Fa(t) +u(t)
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Factorisation premiere dans RH .
ce gqui nous permet d’éecrire

et

Ou encore

ce qui signifie que le couple (N (s), M(s)) représente une fac-
torisation a droite de P(s).
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Factorisation premiere dans RH

A+ BF : B
M =
F i T
A+BF i B
N =
C+DF i D
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Factorisation premiere dans RH

la factorisation a gauche est donnee par :

A+ LC

— L
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Stabilité interne

Soit le systeme bouclé suivant

Yi(s)

Cs) (O

Notons les signaux a la sortie des sommateurs par E1(s) et Fs(s)
on a alors

Ey = U+ CEs
- Pl

&
||
c
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Stabilité interne

I —-C I N
—P I Ey | | Us
Par conséquent le systeme sera bien posé si la matrice

Ea

est inversible et la stabilité interne sera assurée si cet inverse est
stable, I.e.

d’ou

{_I —C

—1
P T } stable
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Stabilite interne
Posons ] »

I —C
H(P,C) b

(I—-cpP)' (I-cP)'cC
-~ |(I-pPO)'P (I-PO)

Notons aussi que

(I-CcP)"' = I+CP(I-CP)"!
= I+C({I—-PC)'P

ainsi que
(I-CcP)'C = C(I-PC)"
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Stabilité interne

Les transferts P(s) et C'(s) sont décrits par leurs décompositions
fractionnaires irréductibles comme suit

~

Pls) = N(sM (s) = M Hs)N (s
Cls) = UV (s) = V()0 (9

avec N(s), M(s), N(s), M(s), U(s), V(s), U(s), V(s) des
transferts stables tels que

()(

premiers entre eux,

)
M (s) premiers entre eux,
)

S) premiers entre eux,

(

, V(
U, V(s) premiers entre eux
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Stabilité interne
or

(I — PC)™"

ce qui donne pour la matrice H(P,C) :

H(P,C) =

~

o " —1
]—U(MV—NU).NE

~

N

» _ —1
V(MV-NU)
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Stabilité interne

Il ressort de I’expression de H (P, C') que le systeme sera stable
d’une maniere interne si et seulement si le transfert

~ - —1
(MV _ NU)
est stable autrement dit, le transfert
MV — NU

est unimodulaire (stable et a inverse stable).
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Stabilité interne ; Théoreme

Les trois propositions sont equivalentes
« ('(s) stabilise P(s) d’une maniere interne.

o Le transfert MV — NU est unimodulaire.
« Le transfert VM — UN est unimodulaire.
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Stabilité interne : Corllaire

Les trois propositions sont equivalentes
« ('(s) stabilise P(s) d’une maniere interne.
« il existe (U, V) tel que
MV — NU =1
et C(s) =U(s)V " (s).
- Il existe (U, V) tel que

VM —UN =1

et C(s) = V(s)U(s).
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Stabilité interne

Remarquons que

i 1
I —C
~ I —uv]e
T -NMY

ERIIT
JtHIER
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Stabilité interne

et d’une maniere equivalente

—1
I —C
H(P,C) = o ]}
- I v
| = MIN I
5 VA v —o1\""
N 0 M1 N M
5 v -1 v o
| =N M 0 M
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Stabilité interne ; Théoreme

Compte tenu de ce qui préecede nous pouvons enoncer le résultat
suivant :

Les trois propositions sont equivalentes

« ('(s) stabilise P(s) d’une maniere interne.

vV —U . .
o Le transfert ~ ~ | est unimodulaire.
. _N M —
- M U | . .
» Le transfert est unimodulaire.
. _N V —
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Paramétrage des correcteurs

Remarquons que pour tout transfert stable ()(s) nous avons

{I Q(S)}{f —Q(s)

0 T 0 7 }ummodulalres.

ce qui nous permet de dire que pour tout correcteur Cy(s)
Ug(s)Vy '(s) stabilisant le systtme P(s) = N(s)M~1(s), le
transfert

M Uy ||T =Q(s)| | M —(MQ+ U
—N 0 -1 | =N (NQ+ V)
est unimodulaire.
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Paramétrage des correcteurs

Par consequent si le transfert
M —(MQ + Uy)
—N (NQ+ V)
est unimodulaires, alors

C(s) = (M(5)Q(s) + Uo(s)) (N(s)Q(s) + Vo(s)) ™

est bien un correcteur stabilisant le systtme P(s) =

N (s)M~1(s) pour tout transfert stable Q(s).
De méme

C(s) = (Q)N(s) +Tils)) (QUs)NI(5) + Ti(s) )

est stabilisant pour tout transfert stable Q(s).
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